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ВОЗМОЖНОСТЬ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ НЕЭВОЛЬВЕНТНОГО 
ЗАЦЕПЛЕНИЯ В КОРОБКАХ ПЕРЕДАЧ 
СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННЫХ МАШИН 
 
В статье представлена математическая характеристика неэвольвентной выпукло-вогнутой зубча-
той передачи, ее геометрические параметры и соответствие основным условиям синтеза для дан-
ного вида зацепления. Также представлено: влияние основных геометрических характеристик на 
повышение нагрузочной способности в точке контакта; сравнение результатов интенсивности 
давления в точке контакта для выпукло-вогнутой зубчатой передачи и эвольвентной. 
 
У статті представлено математичну характеристику неевольвентної опукло-увігнутої зубчастої 
передачі, її геометричні параметри та відповідність основним умовам синтезу для даного виду 
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зачеплення. Також представлено: вплив основних геометричних характеристик на підвищення 
навантажувальної здатності у точці контакту; співставлення результатів інтенсивності тиску в 
точці контакту для опукло-увігнутої зубчастої передачі та евольвентної. 
 
The mathematical characterization of the non-involute convex-concave gearing, its geometrical parame-
ters and correctness basic conditions of generating with this gearing types are presented in this article. 
Influences of the basic geometrical characteristics on the enhancement carrying capacity at the point of 
contact and comparison results of convex-concave gearing and involute one from the point of contact 
pressure intensity view are presented as well. 
 
Введение. Образование повреждений на рабочей поверхности зуба коле-
са подразумевает под собой неравномерную работу зубчатого зацепления и, в 
связи с этим, дополнительные колебания во всех составных частях техниче-
ского оборудования. По этой причине вопрос, о повреждении поверхности 
зуба, постоянно находится в центре внимания профессионального интереса. 
Как только поверхность деформируется, происходят последующие частичные 
повреждения в течение работы зубчатого зацепления: изнашивание, заедание, 
усталостные повреждения рабочих поверхностей зубьев в результате биения 
и пластической деформации. Анализ указанных выше повреждений поверх-
ностей зубьев показывает, что уменьшение контактного напряжения, плав-
ность работы, использование масла играет важную роль в увеличении нагру-
зочной способности зубчатой передачи. При оценке этих параметров для раз-
ных типов зубчатых колес известно, что выпукло-вогнутая передача имеет 
гораздо лучшие результаты, чем эвольвентная [1-3]. Анализ аварийных по-
вреждений поверхностей зубьев, заедание и образование пластических де-
формаций показывают важность изменения радиуса кривизны. Что касается 
влияния конкретных геометрических параметров, максимальные значения 
радиуса кривизны в полюсе C выпукло-вогнутого зацепления и, одновремен-
но, в текущей точке зацепления не могут быть достигнуты. По этой причине 
необходимо определить не-
которые рациональные зна-
чения основных геометриче-
ских параметров. Для выпук-
ло-вогнутой зубчатой пере-
дачи данные рекомендации 
приведены в [4, 5]. 
 
Основная часть. Вы-
пукло-вогнутые зубчатые пе-
редачи относятся к группе 
прямозубых цилиндрических. 
Главной особенностью дан-
ных передач является то, что 
форма боковой кривой зуба 
состоит из двух основных 
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Рисунок 1 – Линия зацепления выпукло-вогнутой 
зубчатой передачи
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кривых – выпуклой и вогнутой. Из теории известно, что криволинейный про-
филь зубьев зависит от формы линии зацепления [6-8]. Линия зацепления вы-
пукло-вогнутой зубчатой передачи состоит из двух круговых дуг, см. рисунок 
1. Из рисунка видно, что приведенный профиль имеет точку перегиба C, движе-
ние которой по линии зацепления описывается параметрическим уравнением.  
Зубчатая передача такого вида образуется в результате того, что линия 
зацепления имеет форму "S" с симметрией дуг. Т.е., зубчатая передача явля-
ется симметричной выпукло-вогнутой – см. рисунок 2, а в случае несиммет-
ричных дуг зубчатая передача является несимметричной выпукло-вогнутой 
[5]. Координаты точек могут быть отображены математически двумя путями, 
а именно при помощи построения Альтмана [6], или при помощи векторного 
представления движения точки зацепления [9]. Второй способ более простой 
в расчете, в нем координаты точки профиля (1) и линия зацепления (2) явля-
ются точными функциональными зависимостями. 
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Первая запись соответствует верхней части линии зацепления, а вторая – 
нижней. Подобным об-
разом для расчета значе-
ния rkh будет замена 
верхней части линии 
контакта и для значения 
rkd будет замена нижней 
части. Удобство расчета 
формы профиля зубча-
той рейки и впоследст-
вии также формы про-
филя зуба по приведен-
ным уравнениям оче-
видно. Точность коор-
динат точек профиля за-
висит от шага, который 
отображает изменение 
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Рисунок 2 – Симметричная выпукло-вогнутая передача 
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Рисунок 3 – Правильное зацепление с выпукло-вогнутым контактом 
угла Cα . Отсюда вытекает, что чем больше частота шага в расчете, тем более 
точные данные для промышленного производства зубчатого колеса. Форма 
профиля зуба выпукло-вогнутой передачи, его основная кинематика и гео-
метрические характеристики могут влиять на изменения следующих пара-
метров:  
– угол зацепления в полюсе – Cα ;  
– радиус кривизны верхней части линии зацепления – khr ; 
– радиус кривизны нижней части линии зацепления – kdr ; 
– нормальный модуль, коэффициент высоты головки зуба и число зубьев 
шестерни или колеса.  
Изменение формы профиля зуба выпукло-вогнутой зубчатой передачи, а 
также изменение характеристик зацепления могут быть достигнуты измене-
нием любого из вышеприведенных параметров или их комбинаций. Измене-
ние характеристик не может быть произвольным, а только в пределах, кото-
рые будут обеспечивать создание таких зубьев, чтобы в передаче выпуклая 
часть зуба входила в зацепление с вогнутой частью противоположного зуба и 
наоборот – т.е. выпукло-вогнутый контакт был достигнут [1].  
В зубчатой передаче, у которой профиль зубчатого колеса представляет 
собой две кривые, вытекают очевидные условия выпукло-вогнутого контакта, 
приведенные на рисунке 3. Итак, зубья будут в выпукло-вогнутом контакте в 
том случае, если радиус кривизны в точках, которые образуют профиль нож- 
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ки зуба, будут на участке b, линия зацепления отрицательная – b1ρ , а радиус 
кривизны в точках, которые образуют профиль головки, зуба, будут на участ-
ке a, линия контакта положительна – a1ρ . В сопряженном колес радиус кри-
визны в точках, которые образуют профиль ножки зуба, будут на участке b, 
линия контакта положительная – b2ρ , а радиус кривизны в точках, которые 
образуют профиль головки зуба, будут на участке a, линия контакта отрица-
тельна – a2ρ . Основные геометрические параметры выпукло-вогнутых зуб-
чатых передач могут быть выбраны индивидуально или как взаимная комби-
нация. Но в определенной их комбинации ситуация может быть такой, что 
зубчатая передача не будет выпукло-вогнутой в пределах смысла выше ска-
занного определения [1, 2]. Следовательно, общие комбинации геометриче-
ских параметров выпукло-вогнутой передачи zmr nck ,,,α , могут быть выбра-
ны только тогда, когда зубья будут выпукло-вогнутые. Описание необходи-
мых условий выпукло-вогнутого профиля зуба шестерни или колеса основы-
вается на корреляции, приведенной в [1] и на рисунке 4. С точки зрения усло-
вий выпукло-вогнутой шестерни условие 01 <bρ  не вызывает сомнение и 
аналогично для колеса 02 <aρ . Следовательно, нижеследующее неравенство 
должно подходить для радиусов кривизны ножки шестерни: 
 
Зависимость числа зубьев z и угла зацепления αc 
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Рисунок 4 – Диаграмма для выбора радиуса кривизны линии зацепления 
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а последующее неравенство должно подходить для радиусов кривизны ножки 
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Мы подошли к выражению для взаимного влияния основных геометри-
ческих параметров выпукло-вогнутой зубчатой передачи, полученного реше-
нием неравенств (3) и (4). Оно может быть выражено следующим неравенст-
вом для ведущей шестерни при выполнении условия правильности зацепления: 
 
. cos 
4
   c1 αnk mzr <                                                 (5) 
 
Следующее неравенство также подходит для выпукло-вогнутого зуба 
колеса  
. cos 
4
 c2 αnk  mzr <                                                (6) 
 
Неравенства (5) и (6) отображают условие выпукло-вогнутого зацепле-
ния, но в границах вышеприведенных неравенств, значения упомянутых гео-
метрических параметров могут быть взаимно изменены таким образом, что 
изменение условий зацепления выпукло-вогнутой передачи может быть дос-
тигнуто. Анализ влияния основных геометрических параметров выпукло-
вогнутой передачи на правильность зацепления, которое приведено в [5], яв-
но показывает, что упомянутые изменения значений результатов часто про-
тивоположно влиянию на изменения качественных характеристик выпукло-
вогнутой передачи. В их выборе необходимо основываться на конкретных 
требованиях, которые предъявляются к определенной зубчатой передаче. 
 
Результаты и обсуждение. Герц был первый, кто заинтересовался про-
блемой силового контакта двух упругих тел и, таким образом, образовалось 
определение напряжения по Герцу, которое заключается в следующем: вели-
чина напряжения есть результат влияния формы сопряженных зубьев колес, 
которые имеют зависимость между изменением радиуса кривизны rρ  и ука-
занными напряжениями Герца. Таким образом, уменьшение величины кон-
тактных напряжений может быть достигнуто посредствам изменения формы 
зуба, когда этим достигается изменение радиуса кривизны ножки зуба в заце-
плении. Однако, если мы хотим изменить форму кривой профиля зуба так, 
чтобы радиус кривизны увеличился, необходимо знать влияние геометриче-
ских параметров выпукло-вогнутой передачи на изменение формы зуба.  
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Если мы применяем условия противодействия зубчатой передачи вы-
крашиванию, заеданию и пластической деформации, то необходимо рассмот-
реть определенную взаимосвязь основных геометрических параметров в со-
ответствии с соотношениями (5) и (6) при их выборе для выпукло-вогнутой 
передачи. Тогда для конкретного значения угла зацепления в полюсе cα =18° 
применяются взаимозависимые значения модуля nm  и числа зубьев шестерни 
Z, указанные в таблице 1. Кроме того, они представлены в виде пространст-
венной диаграммы на рисунке 5. 
 
Таблица 1 – Зависимость rkh,d, m и z при αc=18° 
 m 
z 1,5 2,5 3,5 5 7 10 15 20 
12 4,279755 7,132924 9,986094 14,26585 19,97219 28,5317 42,79755 57,0634 
13 4,636401 7,727335 10,81827 15,45467 21,63654 30,90934 46,36401 61,81868
14 4,993047 8,321745 11,65044 16,64349 23,30089 33,28698 49,93047 66,57396
15 5,349693 8,916156 12,48262 17,83231 24,96524 35,66462 53,49693 71,32924
16 5,70634 9,510566 13,31479 19,02113 26,62958 38,04226 57,0634 76,08453
17 6,062986 10,10498 14,14697 20,20995 28,29393 40,41991 60,62986 80,83981
18 6,419632 10,69939 14,97914 21,39877 29,95828 42,79755 64,19632 85,59509
19 6,776278 11,2938 15,81132 22,58759 31,62263 45,17519 67,76278 90,35038
20 7,132924 11,88821 16,64349 23,77641 33,28698 47,55283 71,32924 95,10566
21 7,489571 12,48262 17,47566 24,96524 34,95133 49,93047 74,89571 99,86094
22 7,846217 13,07703 18,30784 26,15406 36,61568 52,30811 78,46217 104,6162
23 8,202863 13,67144 19,14001 27,34288 38,28003 54,68575 82,02863 109,3715
24 8,559509 14,26585 19,97219 28,5317 39,94438 57,0634 85,59509 114,1268
25 8,916156 14,86026 20,80436 29,72052 41,60873 59,44104 89,16156 118,8821
26 9,272802 15,45467 21,63654 30,90934 43,27308 61,81868 92,72802 123,6374
27 9,629448 16,04908 22,46871 32,09816 44,93742 64,19632 96,29448 128,3926
28 9,986094 16,64349 23,30089 33,28698 46,60177 66,57396 99,86094 133,1479
alfac 18   
 
Выводы. При выборе геометрических параметров выпукло-вогнутой 
передачи, необходимо взять за основу конкретные требования, которые при-
меняются к той или другой передаче. Анализ различных нарушений и повре-
ждений поверхности зуба – выкрашивания, заедания и возникновения пла-
стической деформации показало, что одним из основных факторов, который 
влияет на их возникновение, можно считать размер относительных радиусов 
кривизны зубьев [10, 11]. Что касается спорных взаимодействий различных 
геометрических параметров, невозможно достичь максимальных значений 
относительного радиуса кривизны выпукло-вогнутых зубьев в полюсе зацеп-
ления С и одновременно в крайних точках зацепления – B, D. Таким образом, 
это означает, что необходимо ввести некоторые рациональные значения пу-
тем варьирования радиуса кривизны khr  и угла зацепления cα  в полюсе, ко-
торые были бы оптимальными с точки зрения заданной цели. 
 28
Зависимость z, m, rkh,d при αc=18° 
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Рисунок 5 – Зависимость модуля, числа зубьев шестерни, кривизны линии 
зацепления для данного угла зацепления в полюсе 
Если исходить из происхождения выкрашивания, заедания и пластической 
деформации, то необходимо рассмотреть определенную взаимосвязь основных 
геометрических параметров в соответствии с соотношениями (5) и (6) при их 
выборе для выпукло-вогнутой передачи. В таблице 1 [5] даны взаимосвязанные 
значения модуля nm , числа зубьев шестерни Z для угла зацепления cα =18°. 
Кроме того, они показаны на пространственной диаграмме на рисунке 5. Таким 
же образом можно разработать аналогичные диаграммы для различных вариан-
тов угла зацепления cα  в полюсе. Основанный на подробном анализе влияния 
различных геометрических параметров выпукло-вогнутой зубчатой передачи 
по качественным показателям, этот метод больше всего подходит для выбора 
максимально возможного угла зацепления cα  в полюсе и максимально воз-
можного радиуса кривизны rk.. 
Максимально возможные значения угла зацепления cα  в полюсе позво-
ляют достичь максимальных значений относительных радиусов кривизны в 
полюсе и в близких к нему областях, а максимально возможная величина ра-
диуса кривизны линии зацепления rkh,d позволяют сделать выпукло-вогнутую 
передачу работоспособной – то есть обеспечить коэффициент перекрытия 
εα>1,1.  
Графическая и расчетная модели, указанные в [1, 12, 13], были исполь-
зованы для моделирования задачи контакта выпукло-вогнутой передачи. За-
дача моделирования контакта была решена при помощи системы ANSYS. 
Аналогичная модель была использована для решения задач контакта эволь-
вентного зацепления.  
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Результаты решения показывают, что в случае, когда форма зуба выпукло-
вогнутой передачи была разработана из условия максимальных величин радиу-
са кривизны в полюсе зацепления, контактные напряжения в точках B, D суще-
ственно ниже – минимум на 25% (см. таблицу 2) по сравнению с эвольвентным 
зубом [3]. В случае моделирования зуба выпукло-вогнутой формы с целью дос-
тижения максимальных значений приведенных радиусов кривизны в точках B, 
D, значения контактных на-
пряжений по сравнению с 
эвольвентным зацеплением 
еще ниже. Т.е. за счет выбора 
основных геометрических па-
раметров выпукло-вогнутой 
передачи мы можем достичь в 
зацеплении существенно более 
низких значений контактных 
напряжений по сравнению с 
эвольвентной передачей без 
кардинального ухудшения дру-
гих параметров зацепления. 
 
Работа была выполнена в рам-
ках решения проектов гранта 
VEGA 1/0189/09.  
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Таблица 2 – Величины контактных напряжений в 
выпукло-вогнутом и эвольвентном зацеплениях 
Зацепление σ1D[MПa] σ2D[MПa] σE[MПa] 
KK1 –404,17 28,55 779,78 
E1 20,26 64,219 1138 
KK2 –312,8 15,33 529,8 
E2 9,112 29,277 778,8 
KK3 –162,97 13,29 670,6 
E3 9,12 26,872 902,1 
KK4 –583,43 27,84 736,9 
E4 26,19 37,181 1023 
KK5 –126,05 9,05 883,4 
E5 5,36 13,373 1289 
KK – выпукло–вогнутое зацепление, E – эвольвентное за-
цепление, σ – величины контактных напряжений в точках 
D,E на линии зацепления выпукло-вогнутой и эвольвент-
ной передач 
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ПОВЕРХНОСТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ГИПЕРБОЛОИДНЫХ 
ИНСТРУМЕНТОВ В СИСТЕМЕ PowerSHAPE 
 
Разработаны математическое обеспечение и алгоритм поверхностного моделирования зубьев ги-
перболоидного инструмента. Полученные поверхностные модели позволяют контролировать 
точность изготовления зубьев гиперболоидного инструмента с помощью современных коорди-
натно-измерительных машин, проводить всесторонний анализ условий контактирования зубьев 
колеса и инструмента.  
 
Розроблено математичне забезпечення і алгоритм поверхневого моделювання зубців гіперболої-
дного інструменту. Отримані поверхневі моделі дозволяють контролювати точність виготовлен-
ня зубців гіперболоїдного інструменту за допомогою сучасних координатно-вимірювальних ма-
шин, проводити всебічний аналіз умов контактування зубців колеса та інструменту. 
 
Hyperbola instrument teeth mathematic support and surface modeling algorithm has been developed. Ob-
tained surface models allow to control precision of hyperbola instrument teeth manufacturing using modern 
coordinate-measuring machines and to conduct comprehensive analysis of wheel teeth and instrument contact. 
 
Введение. Условия конкуренции на современном рынке предъявляют по-
вышенные требования к качеству выпускаемой продукции, повышению произ-
водительности и снижению себестоимости изготовления конечных изделий. 
Одним из путей повышения качества зубчатых передач является выбор 
рациональной геометрии поверхностей зубьев, позволяющей повысить кон-
тактную прочность и износостойкость изготовляемых колес. В настоящее 
время исследовано и предложено большое количество исходных контуров 
для различных видов передач: эвольвентных, синусоидальных, циклоидаль-
ных, комбинированных, с зацеплением Новикова и других. Работы в этом на-
правлении продолжаются. 
Основной из причин, препятствующих внедрению таких передач, явля-
ется отсутствие универсальной математической базы, позволяющей прово-
дить сравнительный анализ передач с различной геометрией зубьев колес, 
проектировать прогрессивные виды инструментов, выбирать их рациональ-
ную геометрию, разрабатывать эталонные поверхностные и твердотельные 
компьютерные модели инструментов для их контроля на современных коор-
динатно-измерительных машинах. 
 
Целью данной работы является разработка математического обеспече-
ния и алгоритма поверхностных моделей рабочих участков зубьев гипербо-
лоидного инструмента. 
